TD n°5: Le théoréme des résidus

Analyse complexe 2025-2026, Thomas Serafini
tserafini@dma.ens.fr

Les exercices marqués d’'un £9% sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un &t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

Généralités sur les résidus

£9 Exercice 1. Quelques calculs.

1. Démontrer que si f a un zéro d’ordre 1 en a alors

1
Res.(1/f) = )
On fait le développement de f au voisinage de a : on a f(z) = (z — a)f'(a) + (2 — a)?g(z). Ainsi,
I 1
f(z)  (z=a) f'(a)+ (2~ a)g(2)
11 (rma)g(e) | (2—a)?g(2)?
e (T e )

Le terme de degré —1 de cette série est clairement ﬁ

s

1 2kmi
-1
On a une fonction de la forme précédente, avec f(z) = 2™ — 1, qui a n racines simples, notons-les ¢ k avec

2. Calculer le résidu de

(= e’ . Le résidu en ¢* est donc ﬁ = ﬁ = %
3. Calculer le résidu de cot(z) = z?r?((j)) en ni.

cot(z) = @ a des poles simples aux nw. La dérivée de tan(z) est 1 + tan?(z). Comme tan(nr) = 0,

on trouve un résidu de 1 en chaque pdle.

4. Démontrer que si f € M(U) a un pole d’ordre n en a € U, alors

n—1
Resa (1) = oty | g (G~ 00" 1(2)

zZ=a

On écrit, au voisinage de a :

fz)= > ar(z—a)t

k>—n

Ainsi, (z —a)"f(2) =Y 150 @k—n(z — a)k. Le coefficient de z"~1 dans cette série est a_y, le résidu de f
en a. Le reste découle de la formule de Taylor.

£9 Exercice 2. Autour des résidus.
On fixe f une fonction holomorphe au voisinage de a € C et g une fonction méromorphe au voisinage de a.

1. Supposons que f ne s’annule pas et que g a un poéle d’ordre 1 en a. Démontrer

Resa(fg) = f(a)ReSa(g).

C’est un cas particulier de la question suivante.

TMerci & Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



2. Supposons & présent que g a un pole d’ordre n en a, on écrit
f(2) =ap+ai(z —a) +az(z —a)® + ...

g(2) =b_pz—a) ™+ .. +b_1(z—a) " +by+ ..

Démontrer que

Res.(fg) = Z a;b;

i+j=—1

On fait le produit de Cauchy des deux séries, on a

f(2)g(z) = Z Z aib; | (2 — a)*

k>—n \i+j=k
et on peut vérifier que le terme de degré —1 est bien celui annoncé par 1’énoncé.

Exercice 3. Résidus de fractions rationnelles.
Soient f(z) € C(z) une fraction rationnelle de degré deg(f) < —2 (ou deg(f) = deg(p) — deg(q) si f =p/q).

1. Démontrer a ’aide du théoréme des résidus que
> Res,(f) =0

On intégre f sur un cercle de rayon R supérieur au maximum des modules des poles de f, on a

2m

2im Z Res,(f)=0= / f(z)dz = f(Re)iRelds.
aD(0,R) 0

Comme deg(f) < —2, f(Re™) est un O(R™2) quand R — oo, et donc cette intégrale tend vers 0 quand
R — .

2. Démontrer que si de plus f € R(z) et n’a pas de pole sur R, alors } q ). Resp(f) est un imaginaire
pur.
On intégre f sur le contour donné par le segment [—R, R] et I'arc de cercle Re??, 0 < @ < 7, et on obtient

2w Z Res, (f / f(t)dt + f(RpZG)ZRpede
F(a)>0 0
La premiére intégrale converge vers fm{ t)dt € R, et la deuxiéme vers 0 (pour les mémes raisons que

dans la question précédente). On en dedult que 2im ) o ¥(a)>0 Res,(f) € R, et donc

Z Res,(f) € iR.

S(a)>0

3. Mettre ces résultats en défaut si la condition sur deg(f) n’est pas vérifiée.
f(2) =1/z n’a qu'un seul résidu en 0, égal & 1. g(z) = %5 a < pour résidu en i et en —i.
On ne suppose plus rien sur deg(f) et on définit, pour f € C(z), le résidu en l'infini de f comme le résidu
enw=0de - f(1/w).

4. Démontrer que ——5 f(1/w) admet un zéro d’ordre —deg(f) —2 en w = 0 (ot on considére un péle
d’ordre n comme un zéro d’ordre —n).
On écrit f(2) = P(2)/Q(z), et donc

w™ deg(P)ﬁ(w)

w—4ee(Q)Q(w)

avec P(0),Q(0) # 0. f(1/w) a donc un zéro d’ordre deg(Q) — deg(P) = — deg(f) en oco. Il en découle
que w2 f(1/w) a un zéro d’ordre — deg(f) — 2.

f(1jw) =



5. En intégrant f(z)dz sur un cercle de rayon R > supy(,)—n |2|, démontrer que
Resoo (f) = — ZResa(f).

Indication : Un cercle de rayon R >> 1 orienté dans le sens direct est un petit cercle de rayon 1/R << 1
orienté dans le sens indirect autour de l’infini.
Le point crucial ici est de remarquer que

1 1
/ f(z)dz = / — [ () dw.
oD(0,R) oD(0,1/R) W w

On peut le remarquer directement en écrivant explicitement les intégrales en fonction d’un paramétre 6.
La premiére intégrale s’évalue, pour R assez grand, & ) Res,(f), et la deuxiéme & —Ress(f), d'out
I’égalité.

Exercice 4. Nombre de zéros et poles d’une fonction rationnelle. Soit f(z) € C(z). On définit, pour

a € Cu,(f) =nsif aun zéro dordre n en a, v,(f) = —n si f a un pole d’ordre n en a (en particulier,
ve(f) =0si f n’a ni zéro ni pole en a.) On définit v (f) = — deg(f).

1. Démontrer que v, (f) = Res,(f'/f) pour tout a € C U {oo}.
Remarquons que v, (f) est I'unique entier k tel que f s’écrit f(z) = (z —a)¥g(z) avec g(a) # 0,00. On a
alors, par additivité de la dérivée logarithmique,
f'(z) _k(z—a)*!  d'(2) k

O R O R

avec h holomorphe au voisinage de a.
Reste & traiter le cas a = oo. —deg(f) = k signifie que f s'écrit f(2) = 27%P(2)/Q(z) avec P,Q
polynémes de méme degré. On pose g(w) = f(1/w), on a par la formule ci-dessus v, (f) = vo(g), et

g(w)  f(1/w)
g(w) w? f(1/w)’

!
Le résidu en 0 de ceci est précisément le résidu en l'infini de f7

2. A T'aide de l’exercice précédent, démontrer que

> wlh)=0.

acCU{oo}
Autrement dit, une fonction rationnelle a toujours autant de zéros que de poles, comptés avec multiplic-
ités. y
On applique le résultat de I'exercice précédent a 17, et on a

0= ZResa(f'/f) = Zva(f)'

Calculs d’intégrales

£ Exercice 5. Une transformée de Fourier.
Calculer, pour £ € R, l'intégrale

ei&z
[
R 1 +x
On pourra distinguer les cas € > 0 et £ < 0.
On remarque avec un changement de variable x — —x que Uintégrale avec £ est égale a celle avec —¢. On
considére donc & > 0.



On intégre sur le contour donné par le segment [—R, R] et I'arc de cercle donné par Re®, 0 < § < 7. On

. i€z . . —¢ L L.
calcule le résidu de 1‘17 en 7 : on obtient e% . Le théoréme des résidus donne alors

R itz T ifRe*
- _ e g e pi6
e 7/,R1+x2dl+/0 1+R€2i0LRel de.

eiSRe’| — ¢~REsin(0) < 1. La deuxiéme intégrale est donc un O(R™!) et tend vers 0

/ eizd:c = e ¢
Jrlt+uw

eifm
/ dz = me 181,
r 1+ 22

Comme £ > 0, on a
quand R — oco. On en déduit

si & >0, et donc

Exercice 6. Encore une intégrale.
Soient s € C, n € Z»; vérifiant 0 < R(s) < n. Calculer

/ <t dx

o l+amx

a l'aide du contour donné par les segments [0, R] et [Re?™/™ 0] (avec l'orientation) et I'arc de cercle Re,
0<o< 2

On integre % (ol z* est compris comme e*1°8(2) pour la détermination principale) sur le contour donné par
[, R], puis Re'?, 0 < 0 < 21 /n, puis [Re*7/™ ge?7/"], puis ee®?, 2m/n > 6 > 0.

On vérifie que les intégrales sur les arcs de cercles convergent vers 0 quand R — oo, ¢ — 0 (la vérification
devient habituelle, on ne la fera que lorsqu’elle n’implique pas juste de faire des estimations de grand O). Le
théoréme des résidus donne donc :

. 2871 o :L'S dx 2ims > .I'S d:['
2imRes iz | —— | = T e _z
en 1+Z” Jo 1+2" x Jo 1+.TJ"’ T

iTs
2571 ins=n 1 e’
Res ix =e n — = — .
en 1 + Zn . (n—1)imw

On calcule

RT _ims Ap 2
En multipliant par e~ des deux cotés, on trouve :

oS\ [ 2® dx 2im
—2isin (—) —_— =
n/Jo l4+amzx n

/°° z® dr 0
o l+a" x  nsin(Z2)

et on conclut que

Exercice 7. Jamais deux sans trois.
Calculer, pour 0 < R(s) < n, 'intégrale
°° 2% log(z) dx
/0 l+z" =z
en s’aidant du résultat de I’exercice précédent. Bonus : la méme, avec un log(z)".
On prend le méme contour, le log ne pose pas de probléme particulier. Le théoréme des résidus donne

s—1 0 .8 i 00 5 (] . 2im
2Z~7TRQS”(210g<Z>>:/ %dj_e%/ 2° (log(z) + %7) do
0 0

en 1+ 2n 1+a2™ =z 1+an z

On peut calculer

5—11 - e
Res o (2 los(2)\ _ _imer
en 1+Zn n2




Au final, on trouve

272 9 i (7rs>/'°° x®log(x) dx 2w ﬂ/oo x®  dx
— = —2isin ( — —— — e ——
0

n? n’J, 1l+azm =z n 1+am x
C.omsy [ aflog(x) dr 20T ins v
= —2jsin (—) T
n 0 1+2n =z n n sin (%)

On prend la partie imaginaire et on trouve

[o SIS 2 2 s
0= —2sin (E)/ z®log(z) dx  2m? cos (Z2)
n/Jo

1+am =z n?sin (%) ’

On réarrange et on a finalement

/°° 2% log(x) dx w2 cos (Z2)
o l+am x n?sin”® (Z£)’

En étant facétieux.se, on aurait aussi pu considérer

I(S):/OOC x®  dx

1+:L‘"?

et dériver sous le signe intégral... Cette méme méthode vous fournira la correction pour la question bonus.

Exercice 8. Une derniére pour la route.
Soit f(z) € C(z) & poles simples, sans pole dans R, et s € C vérifiant 0 < R(s) < —deg(f). Calculer

> dx
| e

en fonction des Res,(f) a l'aide d’un contour Pac-Man, comme ceci :

Appliquer a f(z) = H_z—l_'_ZQ

Indication : on pourra définir une détermination du logarithme sur C \ Rso par L(z) :=log(—z) + im.

On counsidére, pour § > &, le contour donné par le segment [v2 — &2 + ic, vV R? — &2 + ie|, 'arc de cercle
Re' .0 € [arcsin(e/R), 27 — arcsin(e/R)], le segment [v/RZ — €2 —ig, /62 — £2 —ig] et finalement 'arc de cercle
se~ ¢ ¢ [arcsin(e/d), 27 — arcsin(e/5)]. Pour §,¢ assez petits et R assez grand, tous les poles de f sont
encerclés par ce contour. On intégre '™ (—z)®f(2), qui est définie sur C \ R>q sur ce contour. La difficulté
principale est de ne pas se tromper sur la détermination de z° : On remarque que si z = re? avec 0 < 6 < 2,



alors €™ (—2)* = rseis? .

Comme f n’a pas de pole en 0 et que R(s) > 1, l'intégrale sur le petit cercle 5. se majore comme suit

| e

pour C constante indépendante de 6. On peut aussi majorer 'intégrale sur vg . comme suit

27
<[5 eON sup [1(a)lds = 57
0 |z|=06

| et

Comme deg(f) < —R(s), |f(z)| = o (|2[7®®)) quand |z| — oo, et I'intégrale est un o(1) quand R — oo. Les
deux intégrales qui restent & évaluer sont celles sur les segments horizontaux, qui sont

27
< [ RS0 sup |f(2)]do
0 |z|=R

VRZ—¢Z

VR2—e? .
/ ewr(sfl)(ix - iE)Silf(I’ + i{:‘)dl‘, / 6“‘—(871)(717 + Z'€)571f(x o Z&‘)dl’
VoZ—e2 V62 —e?

Le point crucial ici est que (—z —ig)* ™' = e "=V (z +ig)ls — 1) et (—z +ie)* ! = ™D (z —ig)(s — 1).
En prenant ¢ — 0 on trouve :

R R
2im Z Res, (e”(s_l)(—z)s_lf(z)> = / xsf(x)d% . / eQi”S:vSf(x)d% + 0R—00(1) + 0550(1).
Fla)=oc0 ’ ’

Comme [ n’a que des poles simples, on a Res, (ei“(s_l)(—z)s_lf(z)) = —€'™(—a)* 'Res,(f). On prend
0 — 0 et R— oo, ce qui donne :

. s s—1 2%7s o . dx
2im Z —e"™(—a)*""Resa(f) =(1—e “”‘)/ ¥ f(x)—.
. 0 X
fla)=c0
En réarrangeant, on a
. s—1 L. o s dl‘
—2ir Z (—a)’" "Res,(f) = —2isin(ws) x f(x)?
fla)=s0 0
et donc - J
s <L ™ s—1
‘ — = — Resq(f)-
| w0 - 5 X (o Res ()
fla)=c0
Pour f(2) = ﬁ, les poles sont les racines de 1 + z + 22, donc e¥27/3 que 1'on note w, . On calcule sans
peine

Res, (f) = —%,Resw(f) = %

Il ne reste qu’a vérifier que (—w)® = e~¥"/3 et (—)* = €™*/3. On obtient finalement :
oo s ; 27 sin (M>
/ T dz . I i (_efiﬁ(s—l)/fi_~_€i7r(sfl)/3> _ _.—3.
o l+xz+22 2  sin(rs) /3 V3 sin(ms)

Exercice 9. Théoréme de Von Dantzig.

1. Soit a €10, 1[. Démontrer a l'aide du théoréme des résidus que

/ o—2iméa sin(ma) do — 2sinh(27raf)
R cosh(mz) 4 cos(ra) =~ sinh(2m¢)




Rappelons les identités importantes cosh(iu) = cosu et sinh(iu) = isinu. Soit £ € R, on considére la
fonction méromorphe
sin(ma)

_—2imz€
fz)=e cosh(mz) + Cos(ﬂ-a)’

que l'on va intégrer sur le contour rectangulaire vz de sommets R, R + 27, —R + 2i, —R ou R > 0 est
un réel que l'on fera tendre vers I'infini. Les poles de f sont les solutions de ’équation

cosh(7z) + cos(ma) = 0 <= 2™ 4 2e™* cos(ma) + 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est —4sin?(wa), et on trouve donc

e = — cos(pia) £ isin(ma)

donc z = im(1 £+ a) + 2nim Les poles sont tous simples, et les deux seuls a avoir une partie imaginaire
entre 0 et 2 sont @« = i(1 —a) et B =4(1 + a) et le théoréme des résidus nous donne

| #)dz = 2mi(Res(f.) + Res(£.9)).

Calculons les résidus, on trouve

e~dmargin(na)  *"(1-9)% gin(ra)

Resq(f) = = =

7 sinh (7o) imsin(m — ma) im

6277(17a)x

e2r(lta)e

et de méme, Resg(f) = —%“———. Ainsi on trouve

(2)dz = —4e*™ sinh(27azx).
TR

On décompose maintenant 'intégrale suivant les quatre intégrales sur les segments

R 2 —R 0
3 f(z)dz:[Rf(t)dt+/O f(R+iu)idu+/R f(t+2i)dt+/2 F(=R + iu)idu,

puis on fait tendre R — oo pour obtenir que les intégrales sur les segments verticaux tendent vers 0 : en
effet, par exemple pour la premiére, en minorant |cosh(m(R + iu))| via |cosh(z + iy)|* = sinh? z + cos? y,
on a pour R assez grand

. o2mulz]
[f(R+iu)| < Smh(7R) — 1
et 2 9ehmel
/0 (R iwpidn| <2 sup [F(R+in)] < S
On regroupe les deux intégrales restantes en observant que
Fle+ i) = e timstime ST ____ anep

cosh(mz) + cos(mwa)
ce qui donne, en notant I(§) 'intégrale a calculer, que
(1 —e*™)I(z) = —4€®™ sinh(27af),

ce qui conclut.

1

——=— est sa propre transformée de Fourier.
cosh(mz)

2. En déduire que

C’est une application directe de la formule précédente au cas ou a = %

Calculs de sommes




£9 Exercice 10. Les valeurs de ¢ aux entiers pairs.
On considére la fonction méromorphe
_ 2T
fz) = 22k (e2imz _ 1)’

Pour R(s) > 1, on pose
1
((s) = vl
n>1
1. Démontrer que z — =5 est développable en série enti¢re au voisinage de 0, et que les coefficients du

développement sont rationnels. On appelle ces coefficients renormalisés par n! les nombres de Bernoulli,

et on note
z zZ"
-3 Bl
e —1 n!
n=0

La fonction Ekz’l est une fonction entiére ne s’annulant pas en 0 et ayant un développement en série

entiére a coefficients rationnels, plus précisément :

e —1 "
=1 —_—
z Jrngl(n—f—l)!

Son inverse est donc développable en série entiére au voisinage de zéro, et puisque

1 n
m = Zg(z)

n=0
les coefficients de Taylor sont rationnels.

2. Démontrer que f a un poéle simple en chaque entier non-nul et calculer le résidu.
z + 2™ — 1 a un zéro simple en tout entier naturel, et z — 22* ne s’annule pas en n € Zi4o. 11 s’ensuit
que [ a un pole simple en n, dont le résidu est donné par

1 .. 2ir(z—n) 1
n2k ZE,I}L e2im(z—n) _ 1 T op2k”

3. Démontrer que f a un pdle d’ordre 2k + 1 en 0, de résidu %

1/2%% a un pole d’ordre 2k en 0, et ﬁ a un pole d’ordre 1, donc f a un pole d’ordre 2k + 1. Le
résidu se lit directement sur le développement en série de Laurent de f au voisinage de 0 :

, ‘ By . ok Bhnjok+1 ‘ ,
=2 § (24Tl = E _ Ond2ktl i ynt2k+1 0
1) ”TM oy (2im)" e 2kt 1)!( i) :

(2i7)?* Boy,

Le coefficient de 271 est #a]

4. En intégrant f sur le carré Cy de coins £(N + 1/2) £ (N + 1/2)i, démontrer que

(2i7)%F By,
2k) = ——F——
C(2k) 2(2k)!
L’intégrale sur le N-éme carré englobe les entiers —N, ..., —1,1, ..., N et donc
N . N9k
1 (2im)* By, 1
2 — =+ — dz.
Z n2k (2k)! - 2 Jo J(z)dz
n=1 N



Démontrons que ﬁ est bornée sur les carrés Cy quand N — oo. Le carré comporte quatre cotés.
Le coté vertical droit est paramétré par N +1/2 4 it,t € [-N —1/2, N + 1/2]. Sur ce coté, on a

1 1
e2im(N+1/2+it) _ 1’ = | @2Nimtim—2nt _ | ’
1
= _6—27rt —1
1
= 1 +672ﬂ"t < 1

Sur le coté vertical gauche, qui est paramétré par —N — 1/2 +it, t € [-N — 1/2, N + 1/2], on obtient
exactement la méme borne.

On s’occupe a présent des cotés horizontaux. Le coté horizontal haut est paramétré par ¢ 4+ (N + 1/2),
et on obtient donc :

1 1
e2in(t+iN+i/2) _ 1‘ | g2int—@N+ 7 _ |
- 1
= He2i7rtef(2N+l)7r’ _ 1|

1
1 — e @N+L)7

N

qui est borné quand N — oo. Le coté horizontal inférieur est paramétré par t — iN —i/2, t € [-N —
1/2, N + 1/2] et on obtient de maniére trés similaire & la manipulation précédente la borne

1
e2im(t—iN—i/2)

1
= L@N+Lr _ 1

Le membre de droite converge vers 0 quand N — oo, et il en découle que 62,,% est bornée globalement

sur les Cy.
sup |f(2)] < 27 sup |————| SUp —up = O(1)O(1/N?*) = O(1/N?F),
2€CnN zeCy | €477 — 1 2€CN |Z‘
On peut alors borner
(2)dz| < sup |f(2)[¢(Cn) = O(1/N**"1)
Cn z€Cn

car la longueur ¢(Cn) = 8N + 4 est un O(N). En prenant N — oo dans
N .
1 2i7)2F Byy, 1
> =g * i [, S
—n 2(2k)! dimt Joy
on obtient donc le résultat désiré.

Exercice 11. Une somme de cotangentes hyperboliques.
On pose, pour k > 0 entier :

coth(nm) 1
Sk = Z ndk+3 T = Z nAkF3 (g2 — 1)
n>1 n>1

1. Démontrer que Sy = 2T}, + ((4k + 3).

on e“+e? e 41 2
coth(z) = P P :1+e2z—1
don th 1 1
> C(;lT(gT) =23 iRt — 1)t > i
n>1 n>=1 n>=1



2. Démontrer qu’au voisinage de 0, on a

22nBQn "
zcoth(z) = Z )l 22",
n>0 '

On écrit z coth(rz) = 22+ + 2. Un calcul explicite donne By = —1/2, et donc

B,
zcoth(z) = E —(22)" = 2B12.
n!
n=0

La partié de z coth(z) permet de conclure que les coefficients d’ordre impair dans ce développement son

nuls, et donc finalement
BQn n
zcoth(z) = Z on)] (22)%".
n>=0 ’

t th A . A L . .
3. On pose f(z) = Co(“;)lk+(”) Déterminer ses poles, leurs ordres et leurs résidus. La fonction f a un

pole d’ordre 4k +5 en 0 et des poles simples sur le reste de Z et iZ. Comme cot(7z) a un résidu de * en

tout n € Z et coth(rz) a un résidu de % en tout in € iZ, le résidu de f en n est C,‘ZLES;’;) et le résidu de

. ot (in oth(n N 4 . L . . .
f en in est (:E)E&rﬂ)ﬂ = 74234;(1;1)377 Reste & déterminer le résidu en 0, qui est le coefficient d’ordre —1

dans le produit. Pour simplifier, on peut se rendre compte que

mzcoth(rz) = —2 Z 22"
n=0
et donc mzcot(mz) = =23, 5, ((2n)z?™ en utilisant cot(z) = icoth(iz). De la, on calcule explicitement
22 coth(mz) cot(nz) = Z < Z m((?m)((%)) 22"
n>0 \l+m=n
Pour obtenir f, on doit multiplier par z=**=° et le résidu de f en 0 sera donc le coefficient de z4*+4,
c’est-a-dire
4 2k+2
— > (=1)™¢(2m)¢(4k + 4 — 2m).
m=0
4. Démontrer, grace & une méthode similaire & ’exercice précédent, la formule
2k+2
coth(nm) 1
> — s = D (=)™ (2m)C(4k + 4 — 2m)
n>1 m=0
ot on normalise ¢(0) = 132 = —%. En déduire la valeur de Tj. On obtient donc une formule de la forme

C(4k + 3) = cpm** 3 + 2Ty, 13, avec ¢ un nombre rationnel explicite : a condition de savoir calculer T,
c’est une série qui converge beaucoup plus vite vers ((4k + 3) !

On intégre encore sur le méme carré et les bornes se passent en gros de la méme facon. Le théoréme des
résidus donne donc

> "Res,(f) + Y Resin(f) + Reso(f) = 0.

n#0 n#0
On trouve donc
coth(nm) i
= Z QST p Z m)¢(4k +4 —2m) =0
n;éO m=0

et en exploitant la parité de coth(rz)/2z*+3 et en réarrangeant

4 coth(nm) e 1)t
}Z A3 g2 Z 2m)¢(4k +4 — 2m).

n>1 m=0

L’exercice précédent donne que ((2k) est de la forme 72* ¢, avec gy, rationnel, et donc %C(2m)§(4k+4—2m)
est égal T*3g0,,quapra—om.
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df Exercice 12. Séries de Fourier de formes modulaires.
On définit, pour &(7) >0 :
1
Gan(T) = Z %
ez (™7
On considére, pour S(w) > 0, la fonction méromorphe
2im

fulz) = (2 — w)2k(e2imz — 1)

1. Déterminer les résidus de f,, en chaque m € Z. _
Le résidu de f,, en m € Z est W car 1/(z — w)?* n’y a ni zéro ni pole et 6212;711 y a un pole de
résidu 1.

2. Démontrer que le résidu de f,, en w est donné par

(2im)? imdw
Resy (fw) = — 2k:—1 Z d? -t
a1

On utilise la formule par la dérivée du résidu : f,, a un pole d’ordre 2k en w. Comme (w) > 0, on a

oI = =2im Y 450 €29 au voisinage de w car |2 = ¢7273(2) Ainsi :
1 an:fl )
Res, =————— | —2ir Z eZimdz
w(fw) (2k — 1)! 9z2k—1 =~
- z=w
. 1
— 9% Z QZ’R'd 2k—1 QzTrdw
(2k —1)!

d>1

3. En intégrant f,, sur le carré de coins +=(N + 1/2) + (N + 1/2)i, démontrer que

1 2171'
_ d2k 1 217rdw
)

mEZ

On note ox(r) == 3, d
Méme rengaine que d’habitude, I'intégrale sur le grand carré converge vers 0 donc la somme des résidus
de la fonction est nulle, ce qui donne 1’égalité vu les résidus.

4. Démontrer, pour (1) > 0 :

i) 2k
Z : =2 (2m) Z‘Qk—l(r)qr

2k _
e (m+nt) (2k - 1)! =

ol q= 62“”-.

On décompose les sommes en n > 0 et n < 0. En faisant un changement m — —m, on voit que
2k 2k
n m—
meZ,n>0 (m + T) meZ,n>0 ( TLT)

On calcule donc cette deuxiéme somme. Comme elle converge absolument, on peut changer 'ordre de

sommation
1 (2i "
> (St ) - e

n>0 \meZ n>1d>1

La deuxiéme double somme converge également absolument : c’est une série entiére en g ot 'on somme
un nombre fini de termes pour chaque puissance de g - on peut méme constater que son rayon de
convergence est 1 avec quelques estimations. On peut poser » = np, et on a

22]:71 'sz2k1nd 2” 'Z Zkol .

n>1d>1 r>0 \ d|r
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On obtient donc 1’égalité voulue pour la somme sur n < 0, et en rajoutant I'autre moitié de la somme,

on obtient bien
1 (2im)? .
> % = 2o Z a1 (r)g"-
o (m+nt) 2k; 1)

. En utilisant le résultat de ’exercice 10, démontrer que

Ga(T) = 2¢(2k 1——20% 1

r>1
On commence par utiliser le fait que
(2im)? 1 (2im)?
Gor(1) = 2k—1 ZUQk 1 + > T @k=1) Zazk 1(r)q" + 2¢(2k).
r=0 n=0,m%#0 r=0

11 s’agit alors simplement d’utiliser la formule de ((2k) pour vérifier que

(2im)2k 4k
(2k —1)12¢(2k) ~  Box

. Démontrer que Gai, (—21) = 728 Gy(7), et en déduire que Gyji2(i) = 0.
C’est un calcul direct :

! 2 2k 1
Y T—mwm s D) e m =T D)
(mazooy T S e T ) (mayzo0 T T
On a donc Guapsa(i) = Gapya(—1/i) = i*+2G 1 0(i) = —Gapiz(i), dott Gapra(i) = 0.

. Démontrer que

n2k—1gn
> (g = Z g
>1 >1 q
T n
et en déduire que
n4k+1 _ B4k+2
e .
=ie ™m_—1 8k+4
On écrit
D oma(r)g = > dF g
r>1 n>1d>1

En intervertissant les sommes, on obtient

2k—1 _nd 2k—1 1 d** g

c—1 nd __ c— nd __

DD M =) Yy =D S

n>1d>1 a>1 n>1 a>1

En appliquant la formule & ¢ = €?™ = ¢727 et comme Gyj42(7) = 0, on trouve

4k n4k+1
125 .

sz n>1 62'”77 -1
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